CORRIGE DU DEVOIR MAISON L2MI ARITHMETIQUE

Exercice 1.

Soit P(n) la proposition "Vp € N, Z CrFupir = Uonip.”
k=0

— P(0) est vraie car Cu,, = u,, Vp € N.

— Supposons P(n) vraie. P(n + 1) vraie?

Soit p € N,
n+1 n
CF o upp = uy + CF Lty +u
n+1%p+k — Up n+1Yp+k p+n+1
k=0 k=1

= u, + Z (Cﬁ_l + Cﬁ)uﬁk + Upiny1  (par la formule du triangle de Pascal).
k=1

n n
Mais u, + E Crupp = E CFupi = Ugp i,y car P(n) est vraie,
k=0

k=1
n n—1 n
et u + )y Ck = + ) CF =) CF — (
p+n+l n Uptk = Uptn+l nUp+k+1 = nUp+1+k = U2ntp+1 (ON AP-
k=1 k=0 k=0
plique P(n) avec p + 1).
n+1
Il s’ensuit E CfLHuerk = Usnp + Usnipt1 = U(nt1)+p, C€ qui montre que P(n + 1) est
_ k=0
vraie.
P(0)vraie

Vn € N, P(n)vraie = P(n + 1)vraie } = P(n) vraie, pour tout n € N.

Exercice 2.

1) Soient X et Y deux parties de F telles que X C Y. Alors X NA C Y NA, et
(XNA)UBC(YNA)UB. Donc f(X) C f(Y), et f est une application croissante.

2) On a

f(X)=(XuB)n(AUB)
donc A n’intervient que dans l'expression A U B, et par suite peut étre remplacée par
toute partie A’ vérifiant AU B = A’ U B. La partie A de P(F) est donc ’ensemble des
parties A’ de F telles que AUB = A" U B.

Soient z un élément de A\B et A" un élément de A. Comme x est dans A’ U B sans
étre dans B, x appartient a A’, ce qui prouve que A\B C A’. Donc A\ B est un minorant
de A. De plus, (A\B) U B = AU B, ce qui montre que le plus petit élément de A est
A\B.

3) Pour tout X € P(E), on a

B cC f(X)C AUB.
Soit Y un élément de P(E) tel que B CY C AU B. Alors
fY)y=YuB)N(AUuB)=YN(AUB)=Y

ce qui prouve que Y € P(E).
Donc f(P(E)) ={Y € P(E)| BCY C AUB}.
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4) La relation ~ est clairement une relation d’équivalence. Si X et Y sont deux parties
de E, alors
X~Y<e (XNnAUB=(YNA)UB.

Si on remplace A par A\B, on trouve
X~Y & (XN(A\B)UB=(YN(A\B))UB
et comme (A\B) N B =0,
X~Y e XN((A\B) =Y nN(A\B).

Donc la classe 2" d'un élément X € P(E) est 'ensemble des parties Y de E telles que
X N(A\B) =Y n(A\B).

Exercice 3.
1) La relation < est :
— réflezive, car pour tout élément O de O(FE), on a

V(z,y) € Ex E, x20y= z0y.

donc
YO e O(F), O<O0;

— antisymétrique, car si on a O; < Oy et Oy < O1, ou O; et Oy sont des éléments de
O(FE), on en déduit

V(z,y) € ExX E, 201y = 20y et 2Oy = 01y

c’est-a-dire
V(z,y) € EX E, x01y < 20y

et par suite O = Oy ;
— transitive, car si Oy, Oy et Oz sont trois éléments de O(F) tels que O < O et
O3 < O3, on a
V(z,y) € EX E, 201y = 20y et 2Oy = 103y

donc
V(z,y) € EX E, x01y = 203y

ce qui montre que O; < Os.
La relation < définit bien une relation d’ordre sur O (F).
2) L’égalité sur 'ensemble E est un élément de @(F), et pour toute relation d’ordre
O sur F, on a
V(z,y) e EXE, x=y= z0y

donc 1'égalité est le plus petit élément de O(F).

3) Soit O; une relation d’ordre sur F telle que O < O;. Il s’agit de montrer qu’alors
01 = O. Montrons que O; < O. Soit (z,y) € E x E tels que xO1y. Comme 'ordre O est
total, z et y sont comparables. Si yOx, alors comme O < O; on a aussi yO,x et par suite
x =1y et xOy. On a donc

V(z,y) € Ex E, z01y= z0y
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ce qui montre que O; < O et ainsi O = O;.
Donc O est un élément maximal de O(E).

4) La relation S est :

— réflerive, car Vo € E, xR et donc xSz ;

—antisymétrique : Soient x et y deux éléments de F tels que xSy et ySw. Etudions les
quatres possibilités :

a) Si xRy et yRz, on a x = y car R est antisymétrique.

b) Si zRy et (yRa et bRx), alors d’apres la transitivité de R, on a xRa et bRx, et donc
bRa ce qui est impossible puisque a et b ne sont pas comparables par R.

¢) Si (zRa et bRy) et yRx, on a de méme xRa et bRx ce qui donne bRa qui est
impossible.

d) Si (xRa et bRy) et (yRa et bRx), on a bRa, ce qui est impossible.

Ainsi, Sy et ySx entraine z =y ;

—transitive : Soient x,y, z trois éléments de F vérifiant xSy et yS'z. Etudions les cas
possibles :

a) Si xRy et yRz, on a xRz car R est transitive.

b) Si zRy et (yRa et bRz), on a xRa et bRz, et donc zSz.

¢) Si (xRa et bRy) et yRz, on a de méme xRa et bRz ce qui donne z.5z.

d) Si (zRa et bRy) et (yRa et bRz), on a bRa, ce qui est impossible.

On voit donc que dans tous les cas, z.5z.
Donc S est bien un élément de O(E), et S est distincte de R car les éléments a et b
vérifient aRa et bRb ce qui implique aSb, alors que a et b ne sont pas comparables par R.
Enfin il est clair, de par la définition de S, que R est plus fine que S.

5) On a vu que les ordres totaux étaient des éléments maximaux de O(FE) et que si
une relation d’ordre n’est pas totale, elle admet un majorant strict. Donc ’ensemble des
éléments maximaux de O(F) est égal a ’ensemble des ordres totaux sur E.
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